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Theorie der Eulerschen Integrale. 



Von 

m. A. Stern. 



I • J.ch muss zuerst zum weiteren Gebrauche einige 
bekannte Formeln vorausschicken. Ist x -{-l eine positive 

Grösse und bezeichnet man —^ durch wx, so hat 

ax 

man 1) i//x=/ (^ )dy 



J ^ y e^—\^ 



Inlegrirl man diese Formel in Beziehung auf x zwischen den 
Grenzen x und o und bemerkt , dass JIo = 1 , so ergiebt 
sich für alle positiven Werthe von x 

OD — y "■" * J' 

2) iQg nx = r ^— ^G - 1:::^) 

mithin auch 

y »• I ^ ^ J 

1* 



und da 4) nx = x n(x — 1) 
so ist 

OD 



5) log ji (X -1) + log X =y^ *-^G - * "-T ) 

und wenn mau 3) von 5) abzieht 



OD 



6) ,og.=/^?^(e--.— ).). 

Aus den Formeln 2) und 6) folgt, gelegentlich bemerkt, 
noch ein anderes interessantes Integral. Setzt man nämlich 
in 2) für x den Werth y, so hat man 



OD Y 



Aus 6) folgt 



Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab und 
bemerkt, dass n^=^\V^n , so ergiebt sich 

7) 4iog«=/f^(-^-L-^-j.-0 



9. Schreibt man die Formel I) in folgender Gestalt 

OD ^.. X Y 

' ^ Jo y ^ e^ — K 

und entwickelt — - — — nach den steigenden Potenzen von y, 



GD — y 



>) Aus der Formel Va:=J^ {^ (i_j_y)*+V ^V 

welche Hr. Professor Dirichlet gegeben hat (Grelle Joum. f. d. Math. 
Bd. 15. pg. 260.), ergiebt sich ebenso 

o y V log (1+y y 



so sind die zwei ersten Glieder der Entwickelung 1 ^ , 



setzt man mithin 

y 
e 

so ist 

OD 

9) 



— 1 ^ 



y 

OD OD 



^ iL "y^-'-L ^'-' " 



y 

oder , vermöge der Formel 6) 

OD 

10) ^^ = Iogx + ^-/^^«— ß 

Da ß = JL(lMiL)_ _ i 

2(«''-l) 
und dieser Ausdruck sich nicht ändert, wenn man — y 
statt y setzt, so kann die Entwickelung von R nur gerade 

y 

Potenzen von y enthalten. Setzt man also = fy, 

so ist allgemein fo = o, wenn m ungerade und grosser 
als 1 ist, und man hat 

WO h eine Zahl bedeutet, die zwischen o und 1 liegt. 
Mithin ist 

J y 



« • t 



*2)/o 
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Nun ist, wenn n eine ganze Zahl bedeutet, 

OD 

^e y dy ^ „^, 

substiluirt man diesen Werth in 11), so findet man 

13) vx = log«+^-/%.-V-/*o.-V.... 

Der Ausdruck f/;x ist also in eine Reihe entwickelt, deren Er- 
gänzungsglied durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt ist. 
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• Aus der Gleichung fy = — - — folgt durch fort- 



e — 1 



gesetzte Differentiation 

(e^ — l)f y == i — e^fy 

(e'-i)f'y = -e'(fy + 2f'y) 
und allgemein^ wenn m^-l 

14) (/-l) /-"y = 
WO m^ wi.m — 1....III — Ä4-I 

äö = — 



M. » 4l •••• Kr 



Nun wurde schon früher bemerkt, dass f o = o, w^enn 
m eine ungerade Zahl und grösser als 1 ist. Setzt man da- 
her y:r=:o uud bemerkt, dass 

SO ergiebt sich aus 14), wenn ni ungerade ist, 

83/^ 0+ 35/^ + S& f 2 — =^ 

oder, wenn man 2m-{-i statt m setzt, 

-f- 58/^0 5 — =0 



Bezeichnet aber Bm die m^« BerDoullische Zahl , so hat man 
nach der bekannten (Moivre'schen) Formel 

vergleicht man nun diesen Ausdruck mit der Formel 15) 
so ergiebt sich 

/ ^Bm\ f = — J?«-i U. 8. w. 

d. h. es ist allgemein 

Substituirt man diesen Werth in 12) , so ergiebt sich 

17) nfX = \ogx+——Bi.—-^+Bi. — ^ 

^* 2x ix 

Es ist dies die Formel , welche schon Euler in den Instit. 
calc. diff. jedoch nur für ganze Werlhe von x und ohne das 
Ergänzungsgh'ed entwickelt hat. 

Integrirt man in Beziehung auf x, so findet man 

18) lognx = Gonst. + (x+J)logjc — x4--— L-.-T 

OD 2„ 

"" 3X7" "^-^o^ ^ ^^' 1.2..2n + 2^ ^^ 

Auch diese zuerst von Stirling gegebene Formel hat Euler 
a. a. 0. für ganze Werthe von x und ohne das Ergänzungs- 
glied entwickelt und zugleich bewiesen, dass die Constante 
4 log 271 ist. Später hat man diesen Werth der Constanlen 
noch auf mancherlei Weise , immer aber durch Einmischung 
fremdartiger Betrachtungen gefunden. Indem ich ihn vorläu- 
fig als bekannt annehme , werde ich jedoch in der Folge 
(§. 14.) zeigen, dass man ihn, ohne weitere Voraussetzung, 
unmittelbar aus den in §.1. gegebenen Fundamentalformeln 
ableiten kann. 
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Dieselbe Betrachtung giebt auch das Ergänzungsglied 

der Hoivre'schen Reihe, durch welche die Summe >% 

ausgedrückt wird, wo 

Ä[_!_=_J_4._L_ + _J_ + 



(l+x)- (l+x)" (2+*)-" (3+*) 
und m — 1 eine positive Zahl ist. Aus der bekannten Glei- 



chung 



OD 



Jl(m--l) 



y* m-l -*y , JI(m 

X 



m 



folgt nämlich, wenn man statt x allmälich x-|-l, x4-2 u. 
s. w. setzt und die sich hieraus ergebenden Werthe addirt 



n-l) Jo 



CD 
* m — l — ay 



19) ■- ' ^ '—^ 



n (m— 1) V e^ — l 



OD 



und hieraus , unter Berücksichtigung der Formel 12) , indem 
man fy nach den steigenden Potenzen von y entwickelt, 

, (-i)"''^Bn JI(m + 2n~2) 1 

^ 1.2...2n ' JI(m— 1) * ^m+2«-i 



OD 2« + 



+ fj'-*\kr) ..J.2.+ 2 ■''•''"■ 

4» Statt der Formel 2) kann man auch schreiben 

OD ^ « V 

y y 

Setzt man nun statt —^ — seinen Werth 1 — 4- + Ä, so ist 

c'— l 2 



1 



JP —»y j ,? — *^ 






mitbin wenn man 

22) Ux = f -^ e^'' R 

O y 

setzt, 

23) log nx = Gjc + Hx 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit 18) , und 22) mit 11), 
so folgt 

24) Gx = (x+i) logx — x + l log In 

Setzt man in Formel 2) statt x den Werth x + A, wo i 
eine positive Zahl bedeutet, und integrirt alsdann zwischen 
den Grenzen x = 1 und x = o , so findet man 

log JI(x+Ä)dx=/ -^Uh*).-^ J_4.?_^] 

•^O^*- €^—1 ^ -^ 

Nun ist nach 21) 
folglich 

G (k + x) — r^ log n (x+*) rf X 

Substituirt man nun statt 6(ft + l) seinen Werth aus 24), 
so findet man 

25) /''log77(x+*)rfx=(*+l)log(*+l)-(*+l)+ \ Iog2n 
J 

Diese Formel hat schon Herr Professor Raabe zuerst für 

ganze und später für rationale Werlhe von k durch ziemlich 

verwickelte Betrachlungen gefunden i). 

») Grelle Journ. f. d. Math. Bd. 25. S. 149. und Bd. 28. S. 13. 
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o,N r' (l-z') H-z'') (l-z'") jl-z"") dz 

° z 

nx.Ux*. Tix,, . iix,„^n{x\x*\xrf)n(x^x'^x,„)n(x\x„^x„f)n(Xf\x„^x,f,) 

Aus den Gleichungen 27), 29) und 31) ist nun leicht fol- 
gendes allgemeine Gesetz zu erkennen. Bezeichnet Js,n den 
Werlh des bestimmten Integrals 

'\l— z') (l— /').•• (t—:5'«-M dz 



/ 



\—z , 1 

log 



z 

so findet man /«,i, auf folgende Weise. Man bilde aus den 
Elementen x, x,, . , . . Xn^i alle möglichen Combinationen. 
Man setze allen Formen, die eine gerade Anzahl Elemente 
enthalten, das Zeichen 11 vor, bilde das Pröduct der hier- 
aus entspringenden Ausdrücke und bezeichne es durch P«,;, ; 
eben so verfahre man mit den Formen, die eine ungerade 
Anzahl Elemente enthalten und nenne das hieraus entsprin- 
gende Produkt px,n* Alsdann ist 



32) J,,„ = log. 



Jr»,n 



Die allgemeine Gültigkeit dieser Gleichung ist leicht nachzu- 
weisen. Gesetzt sie wäre bis zu einem bestimmten Werthe 
von n bewiesen, so hätte man also auch 

QQN T - /" '(i~/^) (!-/"). ...(1-^^") dz 

log 







z 



= log. 



xf,n 



P*nn 

Statt der Gleichung 32) setze man 



34) J,,„ = log. 



* *; j n— l • -»^J 



indem man bezüglich unter /?« und r« das Produkt derjeni- 
gen in Ps,n und p*,n enthaltenen Faktoren versteht, welche 
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das Element x enthalten. In der letzten Gleichung setze 
man x-{-x„ aü die Stelle von x, so erhält man 

35) y lH^ ; T 



- - log 



= log. 



n 



Da jeder in R» enthaltene Faktor aus einer geraden 
Anzahl Elemente zusammengesetzt ist, so ist jeder in R»^» 
enthaltene Faktor aus einer ungeraden Anzahl Elemente 
zusammengesetzt; eben so folgt aus der Beschaffenheit von 
Vx j dass jeder in Vx-^-x enthaltene Faktor aus einer gera- 
den Anzahl Elemente zusammengesetzt sein muss. 

Zieht man 34) von 35) ab, so erhält man 

*z'(l— /') d—z'-) dz , **+% ** 

— = log. . -— - 

, 1 Vx^x Rx 

log ^ n 

^ z 
und wenn man diese Gleichung von 33) abzieht, 

37) J, , »+i = log. 



36) f 



X 

n 



pXf j n ' Vx • xi*-|-, 



X 

n 



Nun enthält Pxf,n alle Gombinationen mit gerader Ele- 
mentenzahl aus den Elementen x, , .4.. Xn ; Rx alle Gombi- 
nationen mit gerader Elementenzahl aus den Elementen x, 
X,,.,.. Xn—i , in welchen das Element x vorkömmt ; r^+x 
alle Gombinationen mit gerader Elementenzahl aus den Ele- 
menten Xy x,,.,Xn, welche zugleich x und Xn enthalten. 
Mithin sind in dem Produkte 

J*/ , n • -Kx . ^'*'4-'*'_ 

sämmtliche Gombinationsformen mit gerader Elementenzahl, 
gebildet aus den Elementen x^ x,.,,Xn enthalten, d. h. es 

ist r^Xf , n . Rx • r*-f-*„ ^= ** } »+1 

Eben so findet man 

Pxf j n * Vx • Rx-\-x^ == px , n+l 

mithin 
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ÖO) Jx , «+| == 



Da nun die Gleichung 32) für n = 1,2,3, schon oben be- 
wiesen worden ist, so ist sie mithin allgemein richtig. 

6« Zieht man 38) von 32) ab , so folgt eben so all- 



gemeni 



ni\j) Jx , n üx , /»"f-1 






z»(l-z ) (!-z')--. (l— z'+O dz 



.,± 



= loe. * ' " * P* '^+^ 



fx 
n 



n 



' * , /i-f-1 • px j « 

oder wenn man P*,,i-|-i = P*,« . S* ; i?*,n+i = »*,« . «, 
setzt, ^4 

Jx.n — /v,«+l = log. -^ 

liier bedeuten Sx und 5x bezüglich das Produkt derjeni- 
gen in P*,,i+i und p*, «+i enthaltenen Faktoren, in weichen 
das Element Xn erscheint. Um also den Werth des Integrals 
39) zu finden , nehme man aus sämmtlichen Gombinationen, 
die sich aus den Elementen x ^ x, , . . Xn bilden lassen, 
diejenigen heraus , welche das Element Xn enthalten , setze 
allen diesen Formen das Zeichen JJ vor und bilde aus den 
so erhaltenen Ausdrücken zwei Produkte, von welchen das 
eine alle Formen mit gerader Elementenzahl , das andere 
alle Formen mit ungerader Elementenzahl als Faktoren ent- 
hält; dividirt man das zweite Produkt durch das erste und 
nimmt die Logarithmen, so hat man den gesuchten Werth. 
7^ Sind sämmtliche Grössen a?, x\ x,, . , . Xn-i der 

Einheit gleich , so ist 

,1 _ „_i dz 



n=f (i-^y 1 



log 

Ist. nun n eine gerade Zahl, so ist die höchste [n"] 
Combinationsklasse aus den Elementen a?, jc, . . . Xn-\ eine 
gerade , mithin ist 



jl5 



p,.„ = nn.[n(n—2)] ^ -2 

p,, « = [f7(n-l)]". [/7(w-3)] *-2-3 . 
mithin nach 32) p^ „_, rf^ 



log — 

z 

n. w — 1 



= log nn^n log n(n^l) + '^ ~^ - log /7(«~2) 

«.n — I .M— 2 . 
1.2.3 ^^ ^^ (w — 3) .... 

oder da allgemein nk = */j(Ä — ]) 



/."- 



40) /^ (1-z) 



,B~1 rf2 



log — 



= logn-(n-l)log(n~l)+-?-i^l^Iog(w_2)-- 

Ist dagegen n eine ungerade Zahl , so ist die höchste 
[n''] Combinationsklasse aus den Elementen x, x, . , , x„__i 
eine ungerade, mithin ist 

«.»—I .n — 2 

P,.n = [/7(n— 0]" [n(n— 3)] '•'^•3 . .... 

/>*, n = nn [n(n~-2)] ' • 2 

und ^1 , //r 

41) r (i-,r' -~- 

^ log -L. 

z 
= _[log„_(„_,),og(„_,^ + .^l3^,„g(„_2^ j 

Aus den Formeln 40) und 41) folgt also für jede ganze 

= log„_(„-,),og(„_i)+J'^ZlL±Il2 ,,g(„_2) 

welche Formel schon Euler aus ganz anderen Principien 
gefunden hat '). 

') Inslit. calc. integr. Suppl. v. 



Zahl n 
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Man bemerke auch , dass das Integral 



r. 



\\^z') {\^ z '')..., {\—z-) -^ 



log — 

z 



als specieller Fall in der Formel 32) enthalten ist, indem 
man nur :t* = 1 zu setzen braucht. 

S. Die vorstehenden Betrachtungen führen aber noch 
weiter. Zunächst soll mit ihrer Hülfe der Werth des Inte- 

'"' /.'(i-.-) (.-.-) <'--)ii4v 

gefunden werden, welches durch Kxf.n bezeichnet werden 
mag. 

Multiplicirt man die Gleichung 28) mit dx und integrirt 
zwischen den Grenzen x :=o und x = \ , so erhält man 

.42) r \. 1 - z") (1- /") ,/\, 
' J ^ ^ ' (log zy 

/'l Ux , il(^ + Ar,+ Ar,,) 
log. ; 1 /v / , !!^ dx 
® n{x'\-x')n{x'\'X*') 

da r^ X , z — I 



/ z' dx 
J 



log z 
Aus 42) folgt 

= r' loa n^ • n{x-^x,-\-x„-\-x,„) ^^ 

Jo ^' n{x-^x,-\-x„,)n(,x-\-x„) 

und , wenn man 42) von 43) abzieht, 

44) y; ,«'(,_,-)(,_.-) -^4fy^ 

Jo °' n(x-\-x,+ x„)nix + x,+ x,„) 

Auch ist nach 42) 

/;(.-.'") (i-."")-(i^ 



= r' loß n-y • n{x+x„+x,„) ^^ 
Jo ^' n{x + x„)n(x-^x,„) 
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und, wenn man von dieser Gleichung die vorhergebende 
abzieht, 



=/'"« 



/I (x + j:,) /7 (jc -f» a?„) 77 (ar -f- ^/»/) Ü (a? + ^/+ ^^'4" ^'") 



dx 



Hält man die Formeln 42) und 45) zusammen , so er- 
kennt man leicht das allgemeine Gesetz, welches sich, wie 
folgt, aussprechen lässt. Man bilde aus den Elementen 
X, x,j . . . Xn alle Gombinationen , welche das Element x 
enthalten, setze allen Formen das Zeichen n vor und bilde 
aus den hierdurch entstehenden Ausdrücken zwei Produkte, 
von welchen das eine aus allen eine gerade Elementenzahl 
enthaltenden , das andere aus allen eine ungerade Elementen- 
zahl enthaltenden Ausdrücken , als Faktoren , zusammenge- 
setzt ist. Bezeichnen Ex, n und e,, n bezüglich diese zwei 
Produkte, so ist 

46) K.„n^ f'l^~^^ dx 

Der Beweis der allgemeinen Gültigkeit dieser Formel ist 
eben so zu führen , wie bei der Formel 32) , weshalb ich 
ihn übergehe. 

O« Nun bemerke man aber , dass sowohl log. e», n 
als log. Es» n die Summe einer Anzahl Logarithmen ist, von 
welchen jeder die Form log. i7(AC + A) hat, so dass man 
auch 

47) K,,^n = ^y^og. n{x^h!^dx 



— 2:f\o%.n{x'\-k")dx 



setzen kann , wo statt k* der W^rtb Niull und ausserdem 
alle Gombinationen aus x,...Xh mit gerader Elemeotepzafal, 
statt k*' alle Gombinationen aus x,. ,,Xn mit ungerader Ele- 
mentenzahl zu substituiren sind. 

Nun ist nach 25) 

2 
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r.l 



250 /' logn'(*+Jl)rf*=:ilog2n4-(A+l)log(il+l)— A— 1 

es kann also, mit Hülfe dieser Gleichung, der Ausdruck 
47) in einen anderen verwandelt werdeq, welcher von 
den Integralzeichen befreit ist. Hierbei können 
aber noch bedeutende Abkürzungen angebracht werden. 
Zunächst beachte man Folgendes. Die Anzahl der Combi- 
nationsformen aus x , x, , .'. , Xn , welche das Element x 
und eine ungerade Elementenzahl enthalten, ist offenbar, 
da X selbst eine dieser Formen ist, um eine Einheit 
grösser als die Anzahl der Gombinationsformen aus x,, 
x„ , , . Xn^ welche eine gerade Elementenzahl enthalten. 
Dagegen ist die Anzahl der Combinationen aus x , x,, . . . 
Xn j welche das Element x und eine gerade Elementenzahl 
enthalten, dieselbe, wie die Anzahl der Combinationen aus 
x,j x„ . , . Xn j welche eine ungerade Elementenzahl ent- 
halten. Diese letztere Anzahl ist aber ebenfalls um eine 
Einheit grösser als die Anzahl der Combinationen aus 
X,, x„ . . , Xn , welche eine gerade Elementenzahl ent- 
halten 1). Es enthält also Ex, n eben so viel Faktoren als 
€*, n und mithin kommt in dem Werthe von K»,,n der Aus- 
druck ^ log. 2 71 eben so oft additiv als subtraktiv vor, 
verschwindet also ganz aus der Rechnung. Aus demselben 
Grunde verschwinden auch die negativen Einlieiten, welche 
von dem in 25') enthaltenen — 1 herrühren. Mithin kann 
man statt 47) einfacher schreiben 

ÜT,,,« = 2: (k'+ 1) log (*'+ 1) 

— i; (Ä"-t- 1) log (*"+!) + 2;k'' — i;k* 

Aber auch diese Formel ist noch zu vereinfachen. 

Bei den Combinationen ohne Wiederholung kommt näm- 
lich ein jedes Element eben so oft in den geraden wie in 
den ungeraden Klassen vor 3) , mithin ist die Summe aller in 



») Vrgl. Grelle Journ. f. d. Math. Bd. 21. S. 91. 

') Hat man n Elemente , so kommt ein jedes Element in der 
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den geraden Klassen enthaltenen Elemente der Summe aller in 
den ungeraden Klassen enthaltenen gleich, oder die Differenz 
dieser zwei Suramen Null. Diese Differenz wird aber durch 
2k" — 2k* ausgedrückt, mithin ist 

£ k" — 2 V =^ 

und 

48) Ä.,,„ = 2:(*'H-1) log (*'+!) --^(f'+l) log (k"+l) 

Man hat also z. B. 

dz 



fl (l-z")(l-z"')(l-z"") 



(log z)a 
(*/+*«+!) log (*,+*,,+!) + (*,+*,„+!) log (*,+x„,+l) 

+ (*,/+*/„+!) log («„-|-Jf„,+1) 

- (*,+l) log (*,+ !) - (*„+l) log (*„+l) 

— (*///+!) log (*,«+!) — («,+ */,+ *„/) log («,+ «„+«,«) 

In dem besonderen Falle, wenn alle Exponenten gleich 
sind , verwandelt sich diese Formel in 

+ ""r.'2".~3':4 -'°8<^--+"+- 

-«(«,+l)log(»,+l)- "°y^''~' log(3»,+l)-... 
lO« Man hat ferner 

/;z"(i-z"')....(i-z'-+')-,^ 



(log z) 

dz 



fl (1-,-+-+.) (1-,-) . . . (1-,-) -^,^ ^^ 

Bezeichnet man also durch V und /'' das, was aus k* 



ersten Klasse einmal , in der zweiten n — 1 mal , in der dritten 

n — l.n — 2 

j— 2 °^^ "• s- W' vor , es ist aber 

,. . n — l.n — 2 «—1 

l-(»-l)+ J72 7 -.. = (1-1) =0 

2» 
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und k" wird, w6Dü man x,^Xn^i an die Stelle von x, 
S6t2t, so erhält man mithin 



/. 



'2"(I-Z*")....(1-Z'-+') ''^ 



' ' ' ' (log z)> 

2- (/'+ 1) log (i'+ 1) + 2{k"-\- 1) log (*"+ 1) 
- -y(*'+l)log(*'+l) - ^(r+1) log (/"+!) 

Begreiflich heben sich aber in den zwei Differenzen 
^ (/'+!) log (/'+!) - £{k'-\-\) log (ik'+l) 

^(ft"+i)iog(A"+i) - j-cr+Diogcr+i) 

alle Glieder auf, welche nicht x, enlhallen. Man kann also 
kürzer setzen 

= -2:(j(r, + A?«+i+m'+l) log (Är,+ *„4.i-f-m'+l) 
+ 2:(4;,+ m''+l) log (x,+ m"+l) 

— -2:(j(^,+ x„+i + m"-f I) log (^,4-jf,4.i + m''+l) 

- ^(^,+ m'+I) log (:,,+ m'+l) 

indem man bezüglich unter Um* und £m** die Summe der 
Werthe versteht, w^elche man erhält, wrenn man alimäiig 
statt mf alle Combinationen mit ungerader Elementenzahl, 
statt m" Null und alle Combinationen mit gerader Elemen- 
tenzahl , gebildet aus den Elementen x^ , x^ .. , Xn ^ nimmt. 

Da die Formel 49) in Beziehung auf die Grössen jc,,, 
x,„ . . . Xn+\ symmetrisch ist , so kann man in den Ausdrü- 
cken ar,+ ar«+i -f- w'+l , A?,4-.r„+i4-m"-|-l, Ar, + m'+*> 
Ä-, + ?n"-j-l das Element Xn-^\ mit jedem der Elemente 
X,, . , , Xn vertauschen. Man könnte also z. B. statt dieser 
Ausdrücke auch setzen x,'\-X2 +in'-|- 1 , ^,+ ^2 +m"+l, 
AT^+m'+l , jc^+m"+l, nur müsste man nun statt m' und 
m!* bezüglich alle Combinationen mit ungerader und gerader 
Elementenzahl, gebildet aus den Elementen ;ir3 . . . ^n+i? 
substituiren. 

Setzt man die Exponenten jc^^, x^,, ... Xn+\ unter ein- 
ander gleich , so erhält man aus 49) zunächst 



r'z'n-z'")" ,/\, = 

/o (log z)' 

(n-1) (*,+ 2*„+l) log (*,+ 2*,,+ l) 

+ "~V"I^3"~^ ^'''+ * *"+*^ •''^ ^*'+ * ''"+*^ + • • • 
+ (*,+i) log (x,+l)-^ "~^ • l~\ x,+2x„+l)log{x,+2x„+ 1 ) 

"^ "^ i"."2 ."v! 4**" (^>+^^^''^^) log(*/+4*»»+l)+ ••• 

— (*,+ *//+») log (x,-j-x„+l) 

~ ""/'.T/^ (*,+3*„+l) log («,+ 3x„+l) - 

- («-1) (*,+ *„+!) log {x,-\- x„-\-\) 
n — 1 . n— 2 . n— 3 



1.2.3 



(x,-\-Zx„+l) log (*,+ 34f„+l) 



• • • • 



und wenn man die zusamtnengehöreDden Glieder addirt, 

dz 



f\"(l-z"')- 



(log z)« 
(x,-\-l) log («,+1) — n (4f,+ JP„+l) log («,+ a;„4-l) 

+ " /ä"' (*' + 2*'' + ^) log (*, + 2*» + » 

- -^ "Ta.V'^ f*,+3 *„+ log (x,+ 3 *„+ I) + . . . 

oder kürzer , wenn man A x,=z x,, setzt, 

y;'z"(i-z""')"-^j^=.(-i)"^.[(*,+i)iog(*,+i)] 

also auch 

*«) fo '""" <^"' - »>" -(4^ = ^" [*' '«« *'^ 



II« Aus der Formel 49) kann man nun ohne Schwie- 
rigkeit, wenn man immer denselben Gang befolgt, Integrale 
von höherem Range ableiten. Multiplicirt man diese Formel 
mit dx* und integrirt zwischen den Grenzen x' :s^ x* und 
A?' =r , so findet man , wenn man sich der Formel 
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f^ (*'+*) log ix'+k)dx' = I (*'+*)» log (*'+*) 

- -^ log *- i (*'+*)«- 1 *» 

bedient, 

dz 



/J(l-2")(l-^'")....(l-;5'"+^) 



(log Z)3 

4 -T (:«?'+ m'+l)2 log {x'+m'+D — i ^(m'+l)a log (m'+l) 

+ 1 :?(x,+ ^«+1 + m"H-l)nog (^,+ A?„+i + m''+0 

— I j^(^„+, + »»''+1)2 log (xn+i + ni^+l) 

— I £(x,+ x„+i + m'+l)2 log {x,+ xn^i + m'+l) 
+ |2:(^„+i + m'+l) log (^^i + m'+l) 

— i-r(a?, + m"+l)2 log (j»;, + m"+l) 
+ i-r(m" + l)a log (m''+l) 

— |-r(^,+ m'+l)2 + i 2:(m'+ 1)2 

— i £(x, + :p„+i + m"+l)a + I 2:(^„+i + w"+l)2 
+ 1-2 (^,+ ^„+1 + m' +■ l) 2 — 1 2:(*„+i + m'+l) » 
+ i 2'(A:, + m"+ 1)2 — 1 ^^(111''+ 1)2 

In diesem Ausdrucke müssen sich aber die Glieder, 
welche keine Logarithmen enthalten, identisch aufheben. 
Setzt man nämlich eine der Grössen x,, x„ ... Xn-^i gleich 
Null, während die anderen ganz unbestimmt bleiben, so 
wird der Werth des Integrals Null. Dann muss offenbar 
die Summe der Glieder, welche keine Logarithmen enthal- 
ten, fUr sich genommen. Null werden. Entwickelt man 
daher diese Summe und sondert die Glieder, welche irgend 
ein Element, z. B. x, enthalten, ab, so dass diese Summe 
die Form Ax,+ B annimmt, so hat man, wenn man x,^=o 
setzt, 

ÄX, + B:=zO 

mithin auch, da B nicht von x, abhängt, Bs=o. Diese 
letzte Gleichung muss eine identische sein , und da der Aus- 
druck il JT, + B in Beziehung auf die Elemente x, , X2 . . . 
x„+i symmetrisch sein muss , müssen sich mithin auch die 
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Glieder, welche x, enibaUen, identisch aufheben. Mithin 
hat man schliesslich 

51) Sl (i-z") (!-.'") . . . (1-.-+') ^ = 

j [ ^,(:«?'+ m'+l)« log {x'+m'+D — ^(m'+l)» log (m'+I) 

+ 2{x, + jfH-i + »»"+ 0* log (*/ + *-+i + »»"+ 1) 

-^(*„+, + m" + l) log (jf^i + m" + l) 

— -^ (*, + XH-i + <2»' + 1 ) * >og (af, + «»+1 + m' + 1 ) 

+ ^-CxH-i +»»'+ 1)» log (xH-i+"»'+ ») 
— 2'(a;, + m" + I)« log (x, + »»"+l) 

+ 2'(m" + I)!» log Cn»"+1)] 

Bezeichnet man durch p' und p" das , was 'aus m' und 
m" wird, wenn man das Element x„ weglässt, so folgt aus 
der vorhergebenden Formel 

52) /; a-.'") d-.'')... (!-.'"+') -(i^ = 

i [ ^(x"+p'+l)» log (x"+p'+l) - 2:(p'+l)« log (p'+l) 
+ 2'(«„ + x„+i+p" + l)a log (x„ + *H-i+l»"+l) 
- J-Cx^+i + p"+ 1)« log {xn+i-\-p"+ I) 

-^(x„ + *H-i + P' + l)* log (x„ + «„+,+ p'+l) 
+ ^(x^, + p' + l)> log (*,+, + p' + l) 

-2'(a;„ + p"+I)« log (jc"+p"+l) 
+ 2-(p"+I)2 log (p"+l)] 

Zieht man nun 5t) von 52) ab, so erhält man mithin 
den Werth des Integrals 



/z"(l-z"')....(I-2'-') 



dz 



^ ' ^ (log Z)3 

Man sieht nun , wie man durch die Fortsetzung dessel- 
ben Verfahrens zur Bestimmung der Werthe der zwei allge- 
meinen Integrale 

53) /' (l-z*0 (l~ z'") . . . (i-^z'n ,, '^\ 
' ^ ^ ^ ^ ' ^ ' (log js)'" 



(log z) 



1 
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geldDgt, sobald m eine ganze positive Zahl bedeutet. Es 
versieht sich übrigens von selbst, dass diese Betraobtungen 
nicht auf die Fälle ausgedehnt werden dürfen , in welchen 
der Wertb des Integrals nothwendig unendlich gross wird. 
So z. D. behält der Ausdruck 

(log z)*» 
wenn man 2 = 1 setzt , nur dann einen endlichen Wertb, 
wenn n nicht kleiner als m ist , es kann also auch nur 
unter dieser Beschränkung der Werth des Integrals 53) ge- 
sucht werden. 

13. In dem besonderen Falle, wenn die Elemente 
x„j xz . . . Xn+i unter einander gleich sind , verwandelt 
sich die Formel 51) nach gehöriger Reduktion in 

- 4 [(*,+!)* Jog (*'+!) - « («,+ «„+1)« log (x,+ x„+l) 

— i[«(«» + l)» log (x„ + I) 

- ""7' (»»»+')' log (2*,,+!) + ....] 
Aus 52) folgt unter derselben Voraussetzung 



•^0. 



«//vi M 2$ 



(log »)8 

— I [n(*„ + l)« log(«„ + l) 

- "Z^^* (2 «"+!)' log (2jc,.+1) + . . ..] 

also pi *, „ x„.n di 

Jo' ^^-' ^ (10gz)3 = 

i [(«,+!)» 'og (*'+» -n(3c,+ *„+!)» log (*,+ x„+l) 
+ nTf^ («,+ 2»„+l)« log (x,+ 2*„+J) -....] 
oder, wenn man wieder J[x, = x„ setzt, 



I 
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0^ (l— ^ ) 

=(-ir.i^«(x,+i)Mog(x,+i) 



(log Z)3 



d. h. 

56) /«''"' (/"-!)" ''^ 



^ ^ (log z)^ 

= 4 ^„ [ä?,^ log X,] 
Man kann diese Gleichung auch unmittelbar aus der 
Gleichung 50) ableiten , wenn man die letztere Gleichung 
mit dx^ multiplicirt und zwischen den Grenzen x'=zx' und 
Ar'=l integrirt, und wenn man dasselbe Verfahren wieder- 
holt, so findet man 

Z . . . . Wl — 1 

Diese Gleichung stimmt mit einer Formel überein, wel^ 
che Cauchy auf ganz andeirem Wege gefunden hat *). Spe- 
ciellere Fälle hat schon Legendre vermittelst einer Methode 
gefunden 2) ^ die von Euler herrührt 3). 

18. Durch sehr einfache Substitutionen kann man 
unmittelbar aus dem Vorhergehenden eine neue Reihe Inte- 
grale ableiten. Setzt man z. B. in 28) statt z den Werth 
z^ f wodurch die Integrationsgrenzen nicht geändert werden, 
so erhält man 

r ' z^'+'H- z^'') jl-z^") dz _ . JI(^+^,) n(x-\-x„) 

J 1— z» logz ° nx . n(x-\- x,+ x„) 

Setzt man in dieser Gleichung x' = \ j so ergiebt sich 

/-' z^'^'ii-z^''') dz ^ , n(x+i) n(x + x^') 
J 1+z logz ^' nx . nXx+x'^+l) 



*) M^moires sur diverses formules etc. in d. Journ. de. l'^cole 
polytechn. Cah. 28. pg. 157. 

^) Exercices de calc. integr. T. 1. pg. 371. 
^) Instit. calc. integr. T. 4. Suppl V 
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oder wenn man 24i:-{-l =a; 2x„ = a, setzt, 



/ 



'z-d-z"') dz , "t ■ " 



a .^» a-}-«/ — 1 



1+Z logZ " T7 «—1 77 « + »^ 

•** 2 '2 

Diese specielle Gleichung hat schon Herr Professor Kum- 
mer auf gänzlich verschiedenem Wege gefunden i). Das 
hier angewandte Verfahren führt aber zu Allgemeinerem , in- 
dem dieselbe Substitution auf die Gleichung 36) angewandt, 
unmittelbar den Werth des Integrals 



L 



o 1 + ^ log z 

giebt. 

14« Ich habe schon oben bemerkt, dass man den 

Werth der in 18) vorkommenden Gonstanten unmittelbar aus 

den hier zu Grunde gelegten Fundamentalformeln ableiten 

kann. Dies geschieht auf folgende Weise. Multiplicirt man 

die Formel 6) mit dx und integrirt zwischen den Grenzen 

X = x und X z=: üf so erhält man 



57) f 
J a 



log xdx = 



Jo y ^ y y y 

= X log X — X — a log a + a 
also in dem besonderen Falle, wenn man die obere Grenze 
= 1 , die untere = | setzt, 

= - i + i log 2 



oder 



OD 



= i - i log 2 



») Grelle Joum. f. d. Math. Bd. 17. pg. 224. Formel 60. Im Nen- 
ner muss es ^(^"T"— 1/ statt ^{^-^ ij heissen. 
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Aus dem Vergleich von 21) mit 18) folgt, wenn man 
X = ^ setzt, 

G . ^ = Const. + log Y — "j 
Substituirt man diesen Werth in 23) und berücksichtigt 
die ^GIeichung n^'=^'^n, so erhält man 

69) ff 4 = T + i ^og »» — Const. 
Aus 22) folgt aber, wenn man statt R seinen Werth 

y 1 I y 



— 1 -| — ~- setzt, 



ey—i 

OD 



oder, wenn man 2y statt y setzt, 

Tji - r ^y r ^"^ izij.izi^ 

^"Jo y Ve2^-l" 2y ^ 2 J 

_ pAyr e-y e-y e-y , N 
""•/o y ^e^y—l 2y 2 ^ -/ 

OD . 

y Ve3r_i 2y ~ 2 J 

Da aber —^ — = ^ r — , so kann 

e^y —l ey—l e^y --\ ' 

man statt der letzten Gleichung auch schreiben 

, e-y _ e-y _ e-y . e-^y _ e-^y ^ 
^ 2y y ~ 2 "^ y y ) 

Nun haben die zwei Integrale 

r Av- ( ^ _ £iii^ 

J y ^ey—l y J 

""^ f dy r 1 g-rN 

t/o y Ve^r _i 2y y 

offenbar denselben Werth, da man das zweite aus dem er- 
sten erhält, wenn man 2y statt y setzt. Mithin ist 
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In Folge dieser Gleichung verwandelt sich also die Glei- 
chung 60) in 

^x^r dy ^e-iy , ^^^_ e-y^ 

^ J y \ y ^ y J 

und daher nach 58) 

61) H \ ^ \ — \ log 2 

Aus dem Vergleich der Formeln 59) und 61) ergiebt 

sich mithin 

Const. = ^ log 2 71 



I 
i 

wie bewiesen werden sollte. 

i 



Setzt man für x den Werth 1 , so folgt noch aus 18) 
G.l = Const. — 1 = I log 2 71 — 1 
mithin fl.l = 1 — ^log27ir 

und aus 21) 

*/ o y ^ y er — 1 J 

folglich, da * 



r e-ydy=l 



Setzt man in 57) statt x den Werth l und statt a den 
Werth Null j so hat man 

J y ^ y y y 

Diese Gleichung mit 62) verbunden giebt also 

64) .,og.2.=/^(j-4e — ^) 
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■5. Wenn xuan in Formel 2) statt x allmälich die 

Werlhe x , x . . . jc subslituirt, 

n n n ' 

so ergiebt sieb 

log nx + log n(x~) + log n(x^-) . . . + log n(x—'^)= 

y» e-ydy f n— 1 n tr (— ».r N 

y V"*~ 2 l-c-r , ^XyJ 

Aus derselben Formel folgt 

log 7i«x =/"^ii:^ r„ X - — !— + ,^::::^) 

Zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab 
und setzt zur Abkürzung 

log L ^L_ ^ ^_1 J = D 

nnx -■ 

so ist mühin 

OD 

Jo y \ 2 1— ^-J'''" XT" I — £ - rX 

und, wenn man die Formel 64) berücksichtigl, 
65) D = -^^-L log. 2 « — 

OD 

y ^ y "^ ~ X7 l — ey ) 

Um den Werth des Integrals zu finden, das in diesem 
Ausdrucke vorkommt, bemerke man nun Folgendes. Aus 
der elementaren Formel 
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^o^fX-T^-T^^^^-'^^' ' 



folgt auch 

Setzt man nämlich statt x einen anderen Werth z , so 
hat man jedenfalls 



^^' J Kl-^e-y l—e-'^y ~ i—e-y 

wie man leicht findet, wenn man dieses Integral in der 
Gestalt 

o^\ — e-y ~ i^e-yJ^ 



OD 



schreibt , da das erste Integral , welches in diesem Aus- 
drucke vorkommt, in das zweite übergeht, wenn man in 
dem ersten ny statt y setzt. Die Formel 67) ergiebt sich 
daher unmittelbar aus der Formel 68), wenn man in der 
letzteren z = 1 setzt , wie ich schon früher gezeigt habe i). 
Multiplicirt man nun die Gleichung 67) mit dx und inte- 
grirt zwischen den Grenzen x = x und x = o , so hat man 

OD 

V 1 — ey 1 — e'^y "T" i — ey 

e'^y \ dy , 

+ — ; 1 — =^— = X log. n 

T^ 1 — e'^y J y ° 

oder , wenn man x -|- 1 statt x setzt, 

OD 

y"* y^ e-'y c~"*^ ey 

V i — ey i — e'^y l — ey 



1) Grelle Joum. f. d. Math. Bd. 21. S. 377. 
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und , wenn man in dieser Gleichung n x statt x und — 
statt y setzt, 



l — en ^ 



er , J- 

1 g IS 



y 



+ i^e. )-y^ =(«x+l)Iog.„ 

In Folge dieser Gleichung verwaadelt sich also die 
Formel 65) in 

D = "~^ log 2« - (n« + l) log n + £ 

J Vi— gy _i^ y ^ y 

1 g n ^ 

Schreibt man den letzteren Ausdruck in folgender Gestalt 



E 






dy 



y ^ y 

OD 1 






dy 



1 — e'n 

so kann man zwar bemerken, dass das erste der in diesem 
Ausdrucke enthaltenen Integrale in das zweite übergeht, 

wenn man -^ statt y setzt, hieraus lässt sich aber Nichts 

schliessen, da beide Integrale unendlich gross werden. Nun 
setze man aber 



-/. (t^V- + f + i «-') 



dy 



l—e-^ 



n 
OD 



+ V. 



— ^ (6-y— e-»y) 



so hat das erste der hier vorkommenden Integrale einen 
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bestimmten Werth und geht in das zweite über, wenn mau 
•^ statt y setzt; diese zwei Integrale heben sich also auf 



n 

und es bleibt 

OD 

E 



= ^^fo "^ (^-y-^-«y) = I log n 



mithin 



D = log I ^ "^ ^^ =-^ 

"" ' log 2 TT — (n X + i ) log »» 



2 

Diese wichtige Formel hat bekanntlich zuerst Gauss ge- 
funden und bewiesen. Später hat Dirichlei i) einen Beweis 
gegeben , der nur auf Integralrechnung beruht , jedoch hat 
er aus dem Gaussischen Beweise die Bestimmung einer 
durch die Integration eingeführten Gonstanten entlehnt. Ei- 
nen anderen Beweis hat Cauchy^) gegeben, welcher die 
ihm eigenthUmliche Residuenrechnung voraussetzt. Ich habe 
es versucht einen Beweis zu geben , welcher ebenfalls nur 
auf Integralrechnung beruht und zugleich unmittelbar aus 
den Fundamen'talformcln der Theorie der Eulerschen Inte- 
grale folgt. 

16« Will man die Moivre'sche Formel nicht als be- 
kannt voraussetzen, so kaim man die Gleichung 16) auch 
auf folgendem Wege ableiten. Man gehe von der Definition 
aus 

_ 1.1 

wo ' 



Ä 12« — 1 + 22» + 



32n 

ist. Nun folgt aus 



>) Grelle Journ. für die Mathem. Bd. 15. 8.^58 ff. 
2) Exercices d'Analys« etc. T."2. p^.408. 
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sin X _ 1 __ x' . X* 

X ~ 2.3 "'■ 2.3.4.5 



= 0-^)0-i?^)0--i?^) ■ 

wenn man x^ =u setzt, 
^°gO--äV+ 2.8".4.S -• •) = 

und daher 

' '«) '«80-2^+ XFiT6- + --) = 

Setzt man aber 

^Og ( I + 4| tt + yl2 W^ + • •) = «1 W + 0^2 ti* + 

so ist bekanntlich 

nAn=nan + (n — l)a«-i i^i +. . . + öi An^i 

Wendet man diese Recursionsformel auf 70) an , so folgt, 
nach gehöriger Substitution, 

8 1 n^ Ö__J__ 
12/1 2.3^ 12/1-2 * 

+ 2.3...(2n-l) ^ 12 - 2.3...(2n+l) ** "" ^ 
und nach 69) 

22«-! ß„ 22«-3B«^l l 



71) 



2*3.. 2n 2.3...(2n— 2) ' 2.3 



• • • • 



+ ^ ^^"' 2.3--.(2ii+l) ~ ^ 

was eine bekannte Relation zwischen den Bernoullischen 

Zahlen ausdrückt. Nimmt man andererseits die Gleichung 

fy = -^^^ f (2jr) 

und entwickelt fy und f(2y) nach dem Taylorschmi Lehr-^ 
satz, so folgt 

3 
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72) X^^y + Jl±.y.+....J^^y.n^,,,= 

r + T" ■•■ • 2.2.3. ..2n + • J 

und hieraus, wenn man die Glieder, diö^ mit j>'2» + i multi- 

plicirt sind, zusammenstellt, 



2.3. ..2n ' 2.3... (2n — 2) 2.3 
n __ 

2.3...(2n+l) ~" ^ 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit 71), so folgt die Glei- 
chung 16). 

17« Ich bemerke gelegentlich, dass man mit Hülfe 
dieser Gleichung nicht blos die meisten bekannten Relationen 
zwischen den Bernoullischen Zahlen, sondern auch mehrere 
neue mit Leichtigkeit ableiten kann. Zu den letzteren ge- 
hört die folgende 



73) 



(22« — |)ß„ 22«-3 B^__^ 



2.3.. .2n 2.3...(2n-~2) ' 1.2 



^ 2.3...(2n— 4) • 2.3.4 "^^ ^ 2.3..2n~ 
welche man aus 72) findet , wenn man die Glieder , die 
mitj)^2/t multiplicirt sind, zusammenstellt. 
Geht man von der Formel 

f(—y) = e^fy 
aus, und entwickelt sowohl e^ als fy und f{ — y) nach 
aufsteigenden Potenzen von y, so führen die Goefficienten 
vony2» zQ der bereits bekannten Relation 

74) Bn — ö — T B«— 1 .... 

, f .. ^ 2 w 

"^ ^~*^" • 2n + ir2w + 2 ■*" ^ 

Die Goefficienten von y2n+i würden wieder zu der Moivre'- 
schen Formel führen. 
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Entwickelt maa ia ähnlicher Weise die Gleichung 
(ey^l)f(-2y) = 2e^'fy 
so fuhren die Coefficienten von y'" und j'a»+i zu den zwei 
neuen Relationen 

75) (22-— l)B„ — (2»'-5-l)2>.^^^^^y^ß„-i 

+ (l«»-»-!) 24 . '^%;|"~^ B„-2 + -. 

= (— l)''[n + 4 + 2««-i(»»-2)] 
und 

76) 2(2»»-2 — i)ß„ —23 (22«-«-l) — ^-^3 Bn~i 

, 2n..2n — 3 „ 
+ 2M2*'->''-l) 2.3.4.5 «"-'+•• 

Zieht man 73) von 75) ab, so findet man nach gehöriger 
Reduktion, 

77) fl, -2». '^"•3""^ ^'-' 

2n . . . 2n-3 
+ ^ ■ 3.4.5.6 *"-'' ■" • • • 



2»+! . 2n4-2 

Zieht man 76) von 71) ab, so folgt 

-^^ « «» 2n.2n — 1 ^ 
78) ß„ - 2» . 2T3 ß„_, 

2n.. .211-3 
+ ^ • 2.3.4.5 ^"-' • 



= (-!)»+•. [i + 2—«--^-!^] 

Auf demselben Wege Hessen sich noch verwickeitere 
Relationen finden , z. B. wenn man von der Gleichung 

f{2y) = 2(/»2 - 2fy f{2j) 
ausginge. 



1 
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IS. Die Werthe von ytx und log. IIx können, wie 
bereits Binet und Gaucby gezeigt haben, durch verschiedene 
oonvergirende Reihen ausgedruckt werden. Diese Reiben 
lassen sich nicht bloss leicht aus den vorhergehenden For- 
meln ableiten , sondern auch noch durch einige andere ver- 

mehren. Es wurde früher JR = -^-7 '-—( 1 gesetzt, 

statt dessen schreibe man -^^-^ ^r-4 ^^^ und 

2 (^y— 1) 

entwickele den Zähler nach Potenzen von y , so hat man 

^^^ ^"~ 2(£y-l)L2.3 ^ 2.3.4 ^ 2.3.4.5' J 

Substituirt man diesen Werth in / — '^ €-*y . Ä, so 

J o y ' 

ergiebt sich, mit Rücksicht auf die Formel 19), die Formel 






Eine zweite Formel ergiebt sich, wenn man 

y(cy+i)— 2(^y-n =€y[y(c-y+l) + 2(e-y— 1)] 
setzt. Denn hieraus folgt 

^ 2(^^-1)12.3 2.3.4 ^2.3.4.5 "J 

und , wenn x > 1 

82) r -^ e-*yÄ = 

J o y 

Verbindet man 80) und 82) durch Addition und bemerkt, 
dass , , X , , 2 jc + 1 

SO findet man fUr x> 1 noch eine drille Formel , Jiämtich 



87 

Verbindet man die Formeln 80), 82) und 83) mit der For- 
mel 10) , so ergiebt sich mithin 

1 

84) 1//X = log X +~ 



2x 



und , wenn x > 1 



85) 1// X = log X + 



2x 

oder auch 

1 



86) v;x = i log [x(x+l)] 4- 



4x(x+l) 



I 



\J ^(X + l)3 + ' ^(X + 1)5 + • • •] 



Nimmt man nun noch die zwei bekannten Formeln ^) 

®^^ "ST == ^ (X + 1)2 + ^ (0C + l)3 + 

««> 4- = Äl!r - «i + S-ir - • • • 

ZU Hülfe, von welchen die zweite nur für x>l gilt, so 
kann man noch andere Werthe für xpx finden. Namenilich 
giebt die Verbindung von 84) mit 87) 



*) Diese Formel hat schon Binet in etwas veränderter Gestalt 
gefunden. S. Memoire sur les integrales d^finies Eul^riennes in dem 
Journ. de l'^cole polytechn. T. 16. pg. 249. Dasselbe gilt von unserer 
Formel 80) , welche man a. a. 0. p. 248 findet. 

'0 Vergl. Grelle's Journ. ftir d. Mathem. Bd. 14. S. 76. 
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oder, wenn man — -^ — statt — :; — schreibt, 

90) 1/; Jc = log ^ + 

X 
I Cf ^ 2 Ö____L__ 3 C*___J: L 

Verbindet man 85) mit 88), so findet man 

91) v* = iog^+iS-^-IS-^+JSjr+-- 

oder 

92) rpx = \osx-\-^-iS-^ + iS^-\S^+- 

Auf ähnliche Weise findet man auch mehrere Reihen, 
die den Werth von log. TIx angeben. Namentlich ergiebt 
sich , wenn man den Werth von R aus 79) in 22) substituirt, 
und die Formeln 23) und 24) berücksichtigt, 

93) log. Hat = (AT + j) log A? — a; + ^ log 271 

l .2^1 



+ 'C^ 



^(l-^x)i + 3.4 ®a4.x-^3 + • • -J 



3 "^(1+*)« ' 3.4 "^(I+a)3 
Wendet man dagegen die Formel 81} zu demselben Zwecke 
an , so folgt fUr Jt; ^ 1 

94) log. nx = (« + 4) 'ög * — * + i 'og 2 n 

+ 1 [-2:3- Ä^-'xr ^-^ + X5" ^-^^ 

Verbindet man 93) und 94) durch Addition und berücksich- 
tigt die Gleichung 
/ I IM 1+^ I ! r l 1 2 1,31 T 

(*+.i)iog-^^ — *=^[2:3-i^-3i-i^+4:5-^' -^ 

so erhalt man die Formel 

95) log.J7A; = (jp+|)log[^(^ + !)]i+4(log27i — I) 

+ ^[2:3 ^(j+jp2) '^TJ^ii + xy + • • •] 
Die Formel 93) hat schon Binet gefunden ■) , und später 
Cauchy die Formel 94) 2). 

•) a. a. 0. pg. 226. Exercices d'analyse T. 2. pg. 388. 
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_ »••^^ — _ 

IJi.gBBM^BajIJs auch di 






man, 
sicher sich 



I 










^■^^•^^■fel§^d„.h. 




40: 



dieser Formel eio schon bekanntes Resullat, dass nämliGb für 
x^=o der Ausdruck 

XfJX XflO _ , 1 ,1 _ ^* 



X - ' 2» * 3* .6 

ist. 

Wollte man die Reihe 96) nach Potenzen von x ordoen, 
so dass 

$0^fx — \ffq =z Ai X — ila ^* + • • • • 

TT» 



Die 



so ergäbe sich unmittelbar Ai = Ä^rj — ~ 

folgenden Coefficienten Hessen sieb unmittelbar aus dem 
Vorhergehenden ableiten. Aus 1) folgt nämlich 

Entwickelt man nun «-*y nach Potenzen von j, so 
findet man 

welche Formel zur Berechnung von \ft x dienen kann , wenn 
x<Zl f und hieraus folgt 

Am sss ^ l^^j 



Druck von E. A. Huth in Göttingen. 



